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OB URAVNENIAH DVI@EN 1A TVERDOGO TELA
S VIHREVAM SVERHPROVODAC IM ZAPOLNEN 1 EM

UDC:537.84

A. A. Sav~enko, A. A. Sav~enko

I nstitut prikladnoy matematiki i mehaniki NAN Ukraint,
Doneck, Ukraina

Pestome. OsuEestvlena redukci0 uravneniy dvi~eni0 tverdogo tela i
sverhprovodOEey ideal tnoy ~idkosti, zapoIn0OEey ego 1Hlipsoidal tnuO polostt
k sisteme obTknovennih differencialtnih uravneniy kak v slu~ae, kogda telo-
nositel 1 sover{aet uglovie dvi ~eni0 pod deystveim vne{nih sil, tak i v slu~ae,
kogda Tti dvi~eni0 OvIOOtsO izvestnimi FunkciOmi vremeni. Ukazani obEie
integral i plu~ennoy sistemi v oboih slu~abh. Ukazan slu~ay, kogda udaéts0 nayti
to~noe prostranstvennoe re{enie kraevoy zada~i dI0 uravneniy magnitnoy
gidrodinamiki sverhprovod0Eey idkosti, vira ennoe ~erez Illipti~eskie
Funkcii vremeni i zavisOEie ot {esti proizvol tnTh postoOnnTh.

V rabote [1] O. 1. BogoOvlenskiy vpervie vivel uravnenie dvi ~eni0
tverdogo tela s T1lipsoidaltnoy polosttO, zapolnennoy sverhprovod0Eey
idealtnoy, odnorodnoy, nes™ imaemoy ~idkosttO. Pri Ttom predpolagalost
~to oblo~ka Tllipsoida estt sverhprovodnik, a rotor skorosti ~astic
~idkosti v i vektora napr0~ennosti magnitnogo pol0 H estt Funkcii
toltko vremeni ¢ (TakuO sistemy v daltney{em budem nazivatt tverdim
telom s vihrevim sverhprovod0Eim zapolneniem). Im e postroen klass
re{eniy vivedennih uravneniy, modeliruOEih dinamiku vraEeni0 takih
sverhprovodOEih obtektov, kak neytronnie zvezdi i pultsari.

V predlagaemoy statte predlo~en drugoy putt postroeni0 uravneniy
dvi~eni0, voshodOE iy k klassi~eskomu [2, 3], ispoltzovannomy pri vivode
uravneniy dvi ~eni0 tverdogo tela s vihrevim zapolneniem. Na Itom puti
ispoltzovano opisanie sistemi v peremennih, imeOEih, po mneniO
avtorov, bolee Osniy Fizi~eskiy smisl, i uravneni0 magnitnoy
gidrodinamiki v rotorah veli~in v i H.V otli~ie ot raboti [1], vna~ale
postroeni uravneni0 dvi~eni0 d10 slu~al, kogda tverdoe telo sover{aet

Received September 16, 1997



422 A.A. SAVAENKO, A. A. SAVAENKO

zadannie uglovie dvi~eni0. Ukazani eé pervie integrali. Otdeltno
izu~en slu~ay, kogda tverdoe telo sover{aet ravnomernie vraEeni0 ili
pokoits0. Pokazano, ~to v Ttom slu~ae mo ~no vipisatt re{enie izu~aemih
uravneniy v kvadraturah, opisivaOEee netrivialtnoe prostranstvennoe
te~enie sverhprovod0Eey ~idkosti v T1lipsoidaltnoy polosti i izmenenie
vektora napr0~ennosti magnitnogo pol0 H.

1. MMocraBka 3amaun. Pustt tverdoe telo sover{aet vraEenie s zadannoy
uglovoy skorosttO w(f) vokrug centra mass sistemi telo-~idkostt. D10
uproEeni0 izlo~eni0 polagaem, ~to centr mass sistemi telo-~ idkostt,
to~ka 0, sovpadaet s centrom polosti Tllipsoida. UravneniOm dvi ~eni0
magnitnoy hidrodinamiki v ~estko sv0zannoy s tverdim telom podvi ™ noy
sisteme koordinat Oxx,x;, osi kotory sovpadaOt s glavnimi osOmi

Tllipsoida, mo™no pridatt sleduOEuO Formu:

ﬂ+wxv=—igradp+i(rotHxH), (1.0
dt o} 4mp
oH
— =rot(uxH), 1.2
= ror(ux H) 12)
divv=0, divH =0, (1.3)

Zdest H(Hy, Ho, H3), oy, @y, @) 1 V(vi, Vo, v3) - sootvetstvenno vektori
napr0=ennosti magnitnogo pol0d, vektor uglovoy skorosti tverdogo tela i
vektor absolOtnoy skorosti ~astic ~idkosti s komponentami v podvi ~noy
sisteme koordinat; u=v-wxr-vektor otnositeltnoy skorosti -~astic
~idkosti; p=const -plotnostt ~idkosti, p-davlenie, r(x;, x;, x3) - radius
vektor ~astic ~ idkosti otnositeltno podvi ~noy sistemi koordinat. Zdest

i dalee d10 10bogo vektora a imeem §=g—?+(u M)a .
Grani~nie uslovi0 d10 peremennihv i H opredeleni obi~nim obrazom
ulh| =(v-wxr), =0, HM| =0, (1.4)

gde n - vektor normali k poverhnosti Il1lipsoida S.
V daltney{em ponadobOtsd uravneni® dl0 vihrey v i H, kotorie mo™no
podu~itt putem preobrazovaniy uravneniy (1.1)-(1.3):
dQ.
dt

+w><Q*:(Q*DD)v—L[(I*DD)H—(H ) 1.], (1.5)
4mp

% + X L =—(L M)y +(Qu M) H +2Qu x L = A(vx H) + (H ) Qu + H XrotQ« —vXroth  (1.6)

gde Q. =rot v, l.=rot H.
Otmetim, ~to pri H=0 uravnenie (1.5) perehodit v uravneni0
Geltmgoltca [4].



Ob uravneniOh dvi ~eni0 tverdogo tela s vihrevim sverhprovod0Eim zapolneniem 423

2. Penykuus ypapHenmii (1.1) - (1.3) k cucTemMe OGBLIKHOBEHHBIX TH-
(depeHnnaTBLHBIX ypaBHeHuii npu 3axannom (t). V klassi~eskom slu~ae, kogda
H =0, v rabotah [2,3] b1 lo pokazano, ~to re{enie uravneniy (1.1), (1.3) s
pervimgrani~nimusloviem (1.4) mo™ no nayti v vide

v=grad ®+Q(t)xr, (2.1)
gde garmoni~eskad Funkcil ®(x;, x,, x3) opredelletsd sleduOE im obrazom [5]

D =g (W —Qp)xpx3 + &5 (W, —Qp)x3% + E5(w3 = Q3)x1x;, (2.2)

g =(c2 —c2)I(c3 +c2) (123), ¢4, ¢, 5, - poluosi polosti-T111ipsoida. Tam ~e [5]
bili privedeni diFFferencialtnie uravneniO dl10 opredeleni0 zavisOEih
toltko ot vremeni proekcii vektora Q(Q;, Q,, Q3) na podvi “nie osi AOx1x2x3.

Budem iskatt re{enie uravneniy (1.1)-(1.3) s grani~nimi usloviOmi (1.4)
dI0vvvide (2.1) s ® vvide (2.2), aH v sleduOEem vide

H :E[gmdau I(t)XI’], (2.3)
C

gde

b= _8111)(2)(3 _8212X3X1 _£3I3X1X2 y (24)

c-skorostt sveta. Mno~ itelt E-v vira~enii (2.3) vibran s celtO
C

pridatt Osniy Fizi~eskiy smisl vektoru I(s). Deystviteltno, tak kak iz
(2.3) sleduet ~to / :4Lrot H, to I(Y) estt vektor plotnosti Tlektri~eskogo
m

toka, protekaOEego ~erez ~idkostt.

Neposredstvennoy proverkoy mo~no ubeditts0, ~to Funkcii v i H,
zadannie takim obrazom, udovletvor0Ot grani~nim usloviOm (1.4) i
uravneniO (1.3).

D10 opredeleni0 Funkciy Q() i 1(f) vospoltzuemsO uravneniOmi dl10
vihrey (1.5) i (1.6), u~itival, ~to v izu~aemoy situacii

Q. =200, L=, (2.5)

av i Hestt lineynie Funkcii xi, xp, x3, Vi~isl0emie po Formulam (2.1)-
2.4).

S u~etom (2.1), (2.3), (2.5) uravneni0 preobrazyOts0 v obiknovennie
differencialtnie uravneniO dl0 opredeleni® komponent vektorov Q(f) i
1(%):

dQ, _ m
4 1+ &3)w3Q; — (1-€5)w Q3 — (& +3)Q,Q3 "‘?(52 +&)13,  (2.6)

dr
d—;: (1+£2£3)(0)312 —0)2[3 + 92[3 - Q3[2) y (123) (27)
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posle integrirovaniO kotorih nahodim re{enie zada~i (2.1)-(2.4).

Pod~erknem, ~to v Ttom re{enii v i H OvI0OtsO lineynimi FunkciOmi
koordinat. Takie re{eni0 v klasi~eskom slu~ae (H=0) Puankare nazval
prostimi [6]. Sohranim takoe opredelenie i v obEem slu~ae.

3. 06 o6umx uHTerpasax ypasuenmii (2.6), (2.7). Otmetim, ~to sistema (2.6),
(2.7) dopuskaet dva obEih integrala pri 10bom zadannom vektore «({):

= ]12 + [22 + [32 = const (3.1
17 2,2 22 2,2 212 2,2 2\2 ' :
cr(ey +e3)” ciles +er)” ez +¢3)
1,Q 1,Q 1,Q
Vo= ALy 2772 4 3788 = const. 3.2)

2, 2. 2 2, 2. 2 2, 2. 2
o (e +c3) cy(es +ep) ci(e +¢3)

V slu~ae, esli soder~aEee Illipsoidaltnu® polostt tverdoe telo
sover{aet ravnomernie vraEeni0 (w=consf), uravneni0 (2.6), (2.7) dopuskaOt
eEe odin obEiy integral - integral Inergii:

3
VszzbiE}f -20,w, +L21i2 %const, (3.3)
i=1 pc

26§C§
b*(c3 +¢3)

Esli telo pokoits0 (w=0), to te ~e uravneni0 dopuskaOt eEe odin
obEiy integral:

(123), b° =c?+c2 +c2.

gde b, =

2,2 0
V,= ZC_ZQZ Cl[l caly 03[3 > = const, (3.4)

= pc? ﬁcz"' 3) (Cé2+‘312)2 (01"'52)

obobEaOEiy integral Geltmgoltca [4] postoOnstva intensivnosti vihr0
~astic " idkosti v klassi~eskom slu~ae. Nebezinteresno otmetitt i
sleduOEee obsto0tel tstvo: mo™no pokazatt, ~to uravneniO (2.6), (2.7) pri
w=0 lineynTm preobrazovaniem prlvodOtsO k ~astnomu slu~aO uravniniy
Kirhgofa [7], dI0 vipolneni uslovi0 Kleb{a, obespe~ivaOEie
suEestvovanie dopolniteltnogo integrala (3.4).

Oto ozna~aet, ~to uravneni0 (2.6), (2.7) mogut bitt prointegrirovani,
poskol tku integriruOEiy mno~ itelt Akobi v Ttom slu~ae raven edinice.

EEe odin integriruemiy slu~ay voznikaet, kogda polostt simmetri~na
(c1=c)) 1 @w=w,= 0, posloltku pri Ttom trette uravnenie iz (2.6)

prinimaetvid Q, =0, otkuda sleduet eEe odin obEiy integral
Vs=Q4=const, (3.5

~ Nebezinteresno otmetitt, ~to esli eEe polo~itt w;= 0, to on ne
OvIOtsO dopolnitelt®m, poskoltku mo~no pokazatt, ~to v Itom slu-ae
integral 1, opredelOemie Formulami (3.1)-(3.5), Funkcional tno zavisimi.
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4. Tounoe pemenne kpaesoii 3amaun (1.1) - (1.4). Naydem obEee re{enie
uravneniy (2.6), (2.7) pri usloviOh:

q=cy, wW=w,=0. (4.1)
Sistema uravniniy (2.6), (2.7) i eé pervie integrali pri Itom takovi:
Q) =w0Q, ~eQ3Q, +all,, Q, =-wyQ; +£Q5Q, ~alyl;,
I = sl = Q31, + 13Q,, I, ==yl + Q31 ~ 1,Q, (4.2)
Iy = (1=€*)(Qul, ~Q,11),

(L= *)(If +13) + I3 =17 =const, (4.3)
A-e)(Q, +Q,1,)+ les =[=const, (4.4)
(L-€)(QF +Q3F) +ali=h=const, (4.5)
Q, =Qg =const, (4.6)

gde € = (612 —63%)/(612 +c§) =, a=nme/pc’ .
Perehod0 k kompleksnim peremennim z, z, w, w po Formulam:

Ql+iQZZZ€|w3t, Ql—iQZZEe_'wst,

. i : i (4.7)
11+II?_Q?_=we 0)3[, ]1_|]292:We 0)3[,
privodimuravnini0 (4.2) i integral (4.3) - (4.6) k sleduOEemu vidu

:=ieQdz —ial,w, z=-ieQ3z —ialyw,
w=ieQdw—ilyz,  w=ieQdw -ilsZ, 4.8)
C 1-g?2,
I;= 5 (zw = zw),

A-e?)yww + 12 = 1% =const,

dL-¢&)(zw +zw) + 2!23013 =2/=const, (4.9)

@a- SZ)ZE + 0(]§ =h =const.
O~evidnoe to ™ destvo

ew—zw []_ [Fw+zw N
- @2—@2 ~ §+( oum),

integral ™ (4.9) i poslednee uravnenie sistemi (4.8) pozvol0Ot ukazatt
kvadraturu, svOz1vOuO peremennuQO I, SO vremenem ¢
I3

dr

K@)

3

1=

(4.10)
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gde
F(r)=[(% -1t®)(h-ar?) - 1 +€)*( - Q57)].
ObraEal integral (4.10), nahodim 75 kak 11lipti~eskuO vremeni
L=1(t,h 1%,1,Q3,1?9). (4.11)

Kak sleduet iz integralov (4.8), stanovOtsO izvestnimi FunkciOmi
vremeni i takieveli~ini:

pi() = zP=@A-€?)Th-e* ()]
P (1) = wiP=-€%) 1 - £2(0)], (4.12)
()= G+ 2wp-e) 1 -8 1)

~tobT nayti zavisimostt veli~in z, w, a sledovateltno, Q,, Q,, 1, I, ot
vremeni, pereydem k trigonometri~eskoy Forme kompleksnihveli~inz 1w

z9zl?, wawleY. (4.13)

1z sootno{eniy (4.12) vi tekaOt sleduOEie ravenstva:
lz]= po(@),  [wl= P2 (0), (4.14)
O+ =24(1) 1 py (1) T, (1), (4.15)

Takim obrazom, ostaetsO nayti zavisimostt ¢ i ot ¢, poskoltku |z| T |w|
opredeleni ravenstvami (4.14).

2| +i |z |p=ieQl | z |-iaf | w]e @),
2] =i |z lp=-ieQ) | z |+iaf | w|e'@¥),

_ (4.16)
v |+ [w lp=iQ3 | w-if | z1e™ @),
i =i | w o= =iQg | w [+if | z "¢~
1z sootno{eniy (4.16), s u~etom ravenstva (4.15), nahodim
=£QJ-a Nq@) ! py(0),
$=£Q; S@)a (@) py(2) 417)

P=Q3=  f(Oq()] p(2).
Sledovateltno, s u~etom (4.7), (4.12), (4.13), (4.14), (4.17) nahodim
zavisimostt Q;, Q,, I, i I, ot vremeni ¢:

Q; =p;()cos[ (1) + ol Q, =pi(1)sin[P () + o),

) (4.18)
Iy =py (e)cos[y(t) +ol 1, =p, (O)sin[y(2) + o],

gde
$(1) = £Q3(t ~ 1) —a [ f(T)q(T) pr (T)dT + oyt + ¢y,

W) =00 1) - [ F(Da(@)p (DT + oyt +u,
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$o, Yo - proizvoltnie postoOnie. Takim obrazom Formuli (4.11), (4.12),
(4.18) daOt obEee re{enie uravneniy (2.6), (2.7) pri usloviOx (4.1),
zavisOEee ot {esti proizvoltnih postodnn¥h 7% k1, QY ¢, Y, avmeste s
sootno{eni0mi (2.1) - (2.4) - to~noe re{enie kraevoy zada~i (1.1) - (1.4).

5. Pequxuus ypauennii (1.1) - (1.3) npu yciaosun (1.4) B o0mem ciayuae. Esli
oblo~ka ne sover{aet zadannie vraEateltnie dvi ~enil i vektor w(r) sam
podle™ it opredelniO, to d10 veli~in w(f), Q(?), 1(r) neobhodimo ras{iritt
sistemu (2.6), (2.7) uravneniOmi, otra~aOEimi zakon izmeneni0 polnogo
momenta impul tsa [5]

4 dd_‘*t’l 4l dd% (g = Ay )aoo00n + A0, Qs — AyenQ, =L, (123)  (5.1)
Zdest L(Li, Ly, Ls) - moment vne{nih sil, rezulttiruOEee vozdeystvie
kotorih na sistemu telo-" idkostt ravno nulO;

2 _ 242 22
&(62 —c3) 4 = AMycrc3

, = , 123
5 2+ck | B(cE+ch) 123

A=A+
gde 4° (i=1,2,3) — osevie momenti inercii tverdogo tela, A,- massa
~idkosti. Otmetim, ~to uravneni0 (5.1) napisan® v predpolo~enii, ~to
glavnie osi tverdogo tela i poluosi polosti I1lipsoida sovpadaOt.

Esli “e cent polosti ne sovpadaet s centrom mass sistemi telo-
Tidkostt 1 osi Oxixoxs ne OvlIOOtsO glavnimi dl0 tverdogo tela, to
uravneni0 (5.1) zamen0Ots0 na sleduOEie [5]:

dk. ,dQ , ,
d_tl+ Ald—tl*‘szs ~ WKy + A300,Q3 — AusQp =1 (1,2,3) (5.2)
Zdest
K(K;, Ky, K3) =[A+M,(Er? -ri) +A'lw ,

gde A - tenzor inercii tverdogo tela, A' - diagonal tniy tenzor s 1lementami
A Ay, 45, E - edini~na0 matrica, r(x},x3,x3)- radius-vektor centra polosti
v sisteme koordinat Ox1x5X3. .
S u~etom (2.6) uravneniO (5.1) v obozna~eniOh rabot® [8] mo ™ no pridatt
sleduOEuUO Formu:
Z) o (ay = a3)0ots = €261b300,Q3 + £1630,005Q 5 +

dr
(5.3)

+b(&; +53)E3293 ‘%[2[3 E“ Ly, (123)

gde L(Ly, Ly, L3) - moment vne{nih sil.

Sistema (2.6), (2.7), (5.3), daOEa0 re{enie izu~aemoy zada~i i kotoromu
dootvetstvuOt prostie dvi~enil, pri L=0 s to~nosttO do lineynoy
zameni peremennih i obozna~eniy, sovpadaet s uravneniOmi, polu~ennimi v
rabote [1].
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Krome obEih integralov (3.1), (3.2), Ita sistema dopuskaet pri L=0 eEe
dva obEih integrala-energii

alwl + azwz + a3w3 + blE? E" b, E.Z E’ b3§7 E= const

i postoOnstva modul® momenta koli~estva dvi ~eni0 sistemi
(@@ +B5iQ;)? +(ay0; +5,Q,)? +(azws +b;Q5)% = const

kotorie v drugih peremennih i obozna~enibh privedeni v rabote [1].

Zame~anie. V klassi~eskom slu~ae Puankare pokazal [6], ~to esli
dvi “enie bilo v kakoy-to moment vremeni odnorodnim vihrevim, to ono
vse vrem0 budet takovim, esli polostt imeet Formu Illipsoida. V
izu~aemom slu~ae isistema uravneniy (2.6), (2.7) (kogda «(f) zadana),
sistema uravneniy (2.6), (2.7), (5.3) (kogda «(f) podle~ it opredeleniO)
pozvol0Ot sdelatt vivod, ~to dvi~enie ~idkosti v na~altniy moment
mo et bitt bezvihrevim (Q(0)=0), no esli I(0)#0, to v posleduOEie
moment® vremeni  idkostt budet sover{att odnorodnie vihrevie
dvi~enid (Q(0) # 0).
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0 JEDNACINAMA KRETANJA CVRSTOG TELA S
VRTLOZNIM SUPERPROVODNIM PUNJENJEM

A. A. Sav~enko, A. A. Sav~enko

Ostvareno je svodenje jednacina kretanja cvrstog tela i superprovodne idelane tecnosti koja
zauzima elipsoidni prostor na sistem obicnih diferencijalnih jednacina, kako u slucaju kada telo
vrsi ugaono kretanje pod dejstvom spoljasnjih sila, tako i u slucaju kada su ta kretanja poznate
funkcije vremena. Istaknut je slucaj kada je moguce naci tacno resenje granicnih zadataka za
Jjednacine megnetne hidromehanike superprovodne tecnosti, izrazeno preko elipticnih vremenskih
funkcija koje zavise od Sest proizvoljnih konstanti.



